BAI 6: CAY PO PEN

1. GIOI THIEU

Cay tim kiém nhi phan 1a mot cAu trac luu trir dit lidu tdt véi tde do
tim kiém nhanh.

Tuy nhién trong mot sd trudng hop cay tim kiém nhi phan c6 mot sd
han ché. N6 hoat dong tdt néu dir liu duoc chén vao cay theo thr ty ngau
nhién. Tuy nhién, néu dit liéu duoc chén vao theo thir ty d3 duoc sép Xép s€
khong hiéu qua. Khi cac tri s6 can chén da dugc sap xép thi cay nhi phan tro
nén khong can bang. Khi cay khong can bang, né mat di kha nang tim kiém
nhanh (hoic chén hoic x6a) mét phan tir d3 cho.

Chung ta khao sat mot cach giai quyét van dé cua cdy khong can
bang: d6 1a cay do den, 1a cay tim kiém nhi phan c6 thém mot vai dic diém .

C6 nhiéu céach tiép can khac dé bao dam cho cay can bang: chang han
cay 2-3-4. Tuy vy, trong phan 16n trudng hop, cdy do den 1a cay cin bang
hi¢u qua nhat, it ra thi khi dit liéu duge luu trit trong by nhd chir khong phai
trong nhiing tap tin.

Trudce khi khao sat cAy do den, hiy xem lai cdy khong can bang duoc
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tao ra nhu thé nao.

Hinh 1. Cac node dugc chén theo thir ty ting dan



Nhitng node nay tu sip xép thanh mot dudng khong phan nhanh. Boi
vi mdi node 16n hon node d3 duoc chén vao trudc do, mdi node 13 con phai

cua nut trude do. Khi ay, cay bi mat can bang hoan toan.

D6 phdrc tap:

Khi cady mot nhanh, s€ tré thanh mdt danh sach lién két, dit liéu s& 1a
mot chiéu thay vi hai chiéu. Trong truong hop nay, thoi gian truy xuit giam
vé O(N), thay vi O(logzN) ddi véi ciy can bang.

Pé bao dam thoi gian truy xuit nhanh ctia cy, chung ta can phai bao
dam cdy ludn ludn cin bang (it ra ciling 1a cdy gan can bang). Piéu nay co
nghia 1a mdi node trén ciy phai ¢ x4p xi s6 node con bén phai bang s node

con bén trai.

2. BINH NGHIA CAY bO BEN
Cay do den 1a mot ciy nhi phan tim kiém (BST) tuan thu cic quy tic sau:
(hinh 2)

(1) Moi node phai 1a dé hoac den.

(2) Node gdc va cac node 14 (NIL) phai ludn ludn den.

(3) Néu mot node 1a do, nhitg node con cta nd phai den.

(4) Moi duong dan tir goc dén mot 14 phai co cung s6 lugng node den.
Khi chén (hay x6a) mdt node mdi, can phai tuan thu cac quy tic trén -goi 1a

quy tic d6 den. Néu duoc tuan thi, ciy s& dugc cin bang.



Hinh 2. M6t vi du vé cay do den
S6 luong node den trén mot duong dan tir gbe dén 14 duoc goi 1a chiéu
cao den (black height). Ta c6 thé phat biéu quy tic (4) theo mdt cach khac 1a

moi duodng dan tir goc dén 14 phai co cung chiéu cao den.

Khai béo cau truc:

typedef int Data; /* Kiéu dif liéu khoa */

typedef enum { BLACK, RED } nodeColor;

typedef struct NodeTag {
nodeColor color; /* Mau node (BLACK, RED) */
Data info; /* Khoa st dung tim kiém */
struct NodeTag *left; /* Con trai */
struct NodeTag *right; /* Con phai */
struct NodeTag *parent; /* Cha */

} NodeType;

typedef NodeType *iterator;

Bé dé:

Mot cay do den n-node c6 chiéu cao h <=2 logy(n+1)

3. PHEP QUAY

Thuce ra quay khong c6 nghia 1a cac node bi quay ma dé chi sy thay
d6i quan hé giira chung. Mot node duoc chon lam "dinh" ctia phép quay.
Néu chung ta dang thuc hién mot phép quay qua phai, node "dinh" nay sé& di
chuyén xudng dudi va vé bén phai, vao vi tri ctia node con bén phai ctia no.

Node con bén trai sé di 1én dé chiém lay vi tri cua no.



Hinh 3. Quay trai va quay phai

Phai dam bao trong phép quay phai, node & dinh phai c6 node con
trai. Néu khong chang co gi dé quay vao diém dinh. Tuong tu, néu lam phép

quay trai, node ¢ dinh phai c6 node con phai.

4. THEM NODE MOl

Chlng ta s& xem xét viéc mé ta qui trinh chén. Goi X, P, va G dé chi
dinh nhan nhiing node lién quan. X 14 node vi pham quy tic (X c6 thé 1a mot
node mdi dugc cheén, hodc node con khi node cha va node con xung dot do-
do, nghia 1a c6 cung mau do).

— X la mét node cho trudc.

— P 1a node cha cua X.

— G la node 6ng ba cia X (node cha cua P).

Trong qué trinh thém vao node mdi c6 thé vi pham céc quy tic cia
cay dé den, chung ta s€ thuc hién cac thao tac sau day:

— Céc phép 1at mau trén dudng di xudng.

— Céc phép quay khi node da dugc cheén.

— Céc phép quay trén duong di xubng.



4.1 Céc phép Iat mau trén dwong di xudng

Phép thém vao trong cay do den bat dau nhu trén ciy tim kiém nhi
phan thong thuong: di theo mot duong dan tir node gdc dén vi tri can chén,
di qua phai hay trai tily vao gia tri cia khoa node va khéa tim kiém.

Tuy nhién, trong cdy dé den, dén dugc diém chén 1a phirc tap boi cac
phép lat mau va quay.

Pé bao dam khong vi pham cac quy tic mau, can phai tién hanh cac
phép 14t mau khi can theo quy tic nhu sau:

Néu phép thém vao lam xuét hién tinh trang mot node den c6 hai node
con do, chung ta d6i cac node con thanh den va node cha thanh dé (trir khi
node cha 1a node gbc, n6 van van giir mau 1a den).

Mot phép 1at mau anh hudng dén cac quy tic do-den ra sao? ching ta
goi node ¢ dinh tam giac, node co mau den trudc phep lat la P (P thay cho
node cha). Chuing ta goi hai node con trai va phai cua P 1a X1 va X2. Xem
hinh 4a.

Hinh 4. Lat mau
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Hinh 4a. trude khi 1at mau, Hinh 4b sau khi 1at mau.



Chung ta nhan thay sau khi 14t mau chiéu cao den cua cay khong doi.
Nhu vay phép 1at mau khong vi pham quy tic (4).

Mic du quy tic (4) khong bi vi pham qua phép lat, nhung quy tic 3
(mot node con va node cha khong thé ddng mau do) lai c6 kha nang bi vi
pham. Néu node cha cua P 14 den, khong co van dé vi pham khi P dugc doi
tur den sang do, nhung néu node cha cta P 1a d9, thi sau khi doi mau, ta s& ¢6
hai node do trén mét hang.

Piéu nay can phai duoc chuan bi trude khi di xudng theo cy dé chén
node méi. Chiing ta ¢ thé giai quyét trudng hop ndy bang mot phép quay.

Déi voi node gde thi phép 14t mau node gbc va hai node con cta né
van lam cho node goc ciing nhu hai node con c¢6 mau den. Diéu nay tranh su
vi pham quy tic 2 va quy tic 3 (xung dot do-do). Trong truong hop nay,
chiéu cao den trén mdi duong di tir node gdc ting 1én 1, do d6 quy tic 4

cling khong bi vi pham.

4.2. Cac phép quay khi chen node

Thao tac chén node méi co thé lam cho quy tic do-den bi vi pham. Do
vay sau khi chén, can phai kiém tra xem c6 pham quy tic khong va thyc hién
nhirng thao tac hop ly.

Nhu da xét ¢ trén, node mo1 dugce chen ma ta goi la node X, ludn luén
d6. Node X c¢6 thé nam & nhiing vi tri khac nhau ddi véi P va G, nhu trong
hinh 5.
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Hinh 5. Cac bién dang cua node dugc chén

X 1a mét node chau ngoai néu ndé nam ciing bén node cha P va P cung
bén node cha G. Piéu nay c6 nghia 13, X 1a node chau ngoai néu hodc né 1a
node con trai cia P va P 1a node con trai cua G, hodc n6 1a node con phai cua
P va node P 1a node con phai cua G. Nguoc lai, X 1a mdt node chau ndi.

Néu X 1a node chau ngoai, nd co thé hodc bén trai hodc bén phai ctua
P, tuy vao viéc node P & bén trai hay bén phai node G. C6 hai kha nang
trong tr néu X 1a mot node chau ndi. Bén trudng hop nay duge trinh bay
trong hinh 5.

Thao tac phuc hdi quy tic do-den dugc xac dinh boi cac mau va cau
hinh ctia node X va nhiing ba con cua n6. C6 3 kha nang xay ra dugc xem
xét nhu sau:(hinh 6)



Hinh 6. Ba kha nang sau khi chén nut
1) Kha nang 1: P den
11) Kha nang 2: P dé va X la chau ngoai cua G
i11) Kha nang 3: P dé va X l1a chdu noi cia G
Chung ta s& xét cac kha nang trén mot cach cy thé nhu sau:
1) Kha nang 1: P den
P den la truong hop don gian. Node thém vao ludn do. Néu node cha
den, khong c6 xung khic do-do (quy tic 3), va khong cé viée cong thém vao
s6 node den (quy tic 4). Do vdy, khong bi vi pham quy tic vé mau. Thao tac
chén da hoan tat.
i1) Kha nang 2: P do6 va X la chéau ngoai cua G
Néu node P do va X 1a node chau ngoai, ta can mot phép quay don

gian va mQt vai thay doi vé mau. Bat dau véi gia tri 50 tai node goc, va cheén



cac node 25, 75 va 12. Ta can phai 1am mot phép 14t mau trugc khi chén
node 12.
Bay gid, chén node méi X 1a 6. (hinh 7a. )xudt hién 16i: cha va con
déu do, vi vay can phai co cac thao tic nhu sau: (hinh 7)
Trong truong hop ndy, ta ¢ thé ap dung ba budc dé phuc hoi tinh do-
den va 1am cho cén bang cay. Sau déy 14 cac budc ay:
-P6i mau node G - node 6ng ba cuia node X (trong thi du nay 1a
node 25).
-D6i mau node P - node cha cta node X (node 12)
-Quay véi node G (25) ¢ vi tri dinh, theo huéng lam nang node
X 1én (6). Bay 1a mot phép quay phai.
Khi ta hoan tat ba budc trén s& bao toan cdy do den. Xem hinh 7b.

Trong thi du nay, node X 1a node chau ngoai cua mdt node con trai.
C6 mot truong hop d6i xung khi node X 14 node chau ngoai nhung ctia mét
node con phai. Thir lam diéu nay béng cach tao nén cay 50, 25, 75, 87, 93
(v6i phép 14t mau khi can). Chinh stra cAy bang cach d6i mau node 75 va 87,

va quay trai voi node 75 1a node dinh. Mt 1an nita cdy lai duoc can bang.
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Hinh 7. Node P d6 va X 1a node chau ngoai
111) Kha nang 3: P dé va X 1a chdu nfi cua G
Néu node P d6 va X 1a node chau noi, ching ta can thyc hién hai phép
quay va mot vai phép doi mau. Cay d6 den duoc tao thanh tir cac node 50,
25,75, 12 va 18. (can phai 14t mau trudc khi chén node 12). Xem hinh 8a.

Luu ¥ 12 node 18 13 node chéu noi. Node nay va node cha déu do (cha

va con déu do).
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Hinh 8. Kha nang 3: P d6 va X 1a node chau ndi
Chinh lai sy sip xép nay ciing kha ric rdi hon. Néu ta ¢b quay phai
node ong ba G (25) & dinh, nhu ta da lam trong kha nang 2, node chau trong

X (18) di ngang hon 1a di 1én, nhu thé ciy s& khong con can bang nhu trude.
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(Thtr lam diéu nay, roi quay trd lai, véi node 12 ¢ dinh, dé phuc hdi cay nhu
cii). Phai can mot giai phap khac.

Thu thuat can dung khi X 13 node chau n6i 1a tién hanh hai phép quay
hon 13 mot phép. Phép quay dau bién X tir mot node chau ndi thanh node
chau ngoai, nhu trong hinh 8b. Bay gio, truong hop 1a twong tu nhu kha
nang 1, va ta co thé 4p dung cung mot phép quay, v6i node ong ba ¢ dinh,
nhu d lam trude day. Két qua nhu trong hinh 8c.

Chung ta ciing can t6 mau lai cac nat. Ta lam diéu nay trude khi lam
bét cir phép quay nao (thtr ty khong quan trong, nhung néu ta doi dén khi
sau khi quay méi t6 mau lai node thi kho ma biét phai goi chiing nhu thé
nao). Cac buoc la:

- P6i mau node 6ng ba cta node X ( node 25).

- P6i mau node X ( node X day 1a node 18).

- Quay trai voi node P - node cha ctia X - ¢ dinh ( node cha day 1a 12).

- Quay lan nita véi node ong ba cua X (25) ¢ dinh, vé hudng nang X

1én (quay phai).

5. LOAI BO NODE
Trong cay BST chung ta thiy rang phép loai bo phirc tap hon so véi
phép thém vao. Trong cay do den phép loai bo cang phtrc tap hon rat nhiéu
so voi phép thém vao vi yéu cau dam bao quy tic do den. Chung ta co thé
tham khdo trong phan cai dit.
e Néu x6a mdét nut dé thi chiéu cao den cua cay
khéng dbéi

« Néu x6a mdt nut den thi chung ta phdi can bang
lai cay.
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6. TINH HIEU QUA CUA CAY bO BEN

Gidng nhu cdy tim kiém nhi phan thong thuong, ciy do den c6 thé
cho phép viéc tim kiém, chén va x6a trong thoi gian O(log,N). Thoi gian tim
kiém 13 gan nhu bang nhau ddi véi hai loai cdy, vi nhiing dic diém cta cay
d6 den khong st dung trong qua trinh tim kiém. Diéu bat loi 1a viée luu trit
can cho mdi node tang chut it dé diéu tiét mau do-den (mot bién boolean).

bac thu hon, theo Sedgewick, trong thuc té tim kiém trén cay do den
mat khoang logoN phép so sanh, va co thé ching minh rang n6 khéng can
hon 2*logzN phép so sanh.

Thoi gian chén va x6a ting dan boi mot hing sé vi viée phai thyc thi
phép 14t mau va quay trén dudng di xubng va tai nhitng diém chén. Trung
binh mot phép chén can khoang chimg mot phép quay. Do d6, chén hay con
chiém O(logyN) thoi gian, nhung lai cham hon phép chén trong cay nhi phan
thuong.

Boi vi trong hau hét cac tmg dung, c6 nhiéu thao tic tim kiém hon 13
chén va x0a, ¢ 1& khoéng c6 nhiéu bt loi vé thdi gian khi diung ciy do den
thay vi cay nhi phan thuong. Di nhién, diéu thun loi 12 trong cdy do den, dir
lidu da sap xép khong 1am giam hiéu suat O(N).

Mot tré ngai trong cay do den 1a viéc cai dat cac phép toan phirc tap hon so
v6i cay BST. Chiing ta c6 thé tham khao cac phép toan thém vao va loai bo

trong phan cai dat.
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